435 Souétové vzorce

Predpoklady: 4304

Zavorku ve vyrazu sin(x+ y) neni mozné jen tak roznasobit ani rozdit:

0=sin(m) = sir(g+7—27)¢ sir(g)+ sirE%): £

Zpisob, jakym goniometrické funkce vyral#ji ze zadanycheisel hodnoty,
sice zname, ale je tak negirhledny, Ze neni mozné pouzivat zavorkoveé Upravy
na vyrazy uvniti funkci = hodnotu goniometrické funkce musime péitat

z ¢isla (x+ y) a na Upravy vyrazu miZzeme pouZzit pouze odvozené
goniometrické vzorce.

Vzorch je hodr, pati do rekolika skupin — prvni skupinu t¥bsoutove vzorce
Pro vSechna realn&islax, y plati: sin(x+ y) = sinx cos/+ COX Siy.

Pr. 1: Dokaz platnost vztahaosx = sir(x+g).

' Pouzijeme vzoresin(x+ y) =sinx cos/+ co% Ssig, abychom odstranili zavorku na pravé

: y . . T
. strarg rovnosti, dosazujemg =5

Esin(x+7—27):sinx c037—27+ Cox s'r%z sd 9 cesl=1 oc

PF. 2:  Vyuzij vztah prosin(x+y) k odvozeni vzorce prein(x-y).

Esin(x—y)=sin[x+(—y)]=sinx co$-y)+ cos s{ry)= sin cygs ©00s W

Podobné vzorce tdeme odvodit i pro funkctosx.

Sowtové vzorce:
Pro vSechna redlr@slax, y plati:

« sin(x+y)=sinx coy/+ cox siy
« sin(x-y)=sinx coyy— cox sig
« cog(X+Yy)= cox cog- SR Sin
« cos(x-y)= cox cog+ SiR sin
Pedagogicka poznamkaNepoZzaduji po studentech, aby vzorcelimazpandt. Souwtové

vzorce (stejn jako vzorce, probirané v nasledujicich hodinach)ahou napsat na
specialni papir, ktery mohou krérhodin pouzivat i f psani pisemek.



é\/ECOE{X—Z—TJ:\/_Q( coscho%+ six] sﬁj:\/_(Z cm@%+ 8@/—5):

Pedagogicka poznamkaOdvozeni soitovych vzord pro sin(x+y) a cos(x+Y)
v hodinach neprovadim. Je uvedeno na konci hodioyg@iemce.

Pr. 3: Dokaz platnost vztahginx = co{x—g)

- Pouzijeme vzorecos(x— y) = CcOX coy+ sir sip, abychom odstranili zavorku na prave

! . . . Vid
- strar¢ rovnosti, dosazujemg =E'

Eco{x—gj:coy co7&27+ SiR s%: cas!+0 sinj=1 si

Pr. 4. Zjednodus vyrazcos(g— xj - co{x+7—9 :

5 T T T T T /e
. coY ——X |- Co$X+— |= co5- cos+ S S| COS €os  sin SitE
i {6 j { 6) 6 6 ( 6 6)7

1

: T T T /s . TT.
;cosg COX+ smé SIR— CcOos ceés+ Sin sgl: 2%in —SGJFF 2>s++21: XS

Pedagogicka poznamkaN¢kterym studerit déla problémy pochopit, Ze zave @i rozkladu
co{l—g - xj dosazujeme.

P¥.5: Dokaz rovnost:x/i co{x—gj = SinK+ COX.

4

:cosngz+ sian-E: SirK+ cox

Pr. 6: Dokaz rovnostsinx = sin(77-x) = - si{77+x) = - sif{ Zr-x)

- sin(77-x) = sin7r cox— cog sin= [0 cos-(- )1 stF s

- =sin(r+x) = -(sin cos<+ cog si)=—( 0 cosr(- )1 sih= s
- —sin(27-x)=~(sin2r cox~ cos? sik)=-( O cas 01 sp=  si

Pedagogickéd pozndmkaPredchozi piklad slouzi k synchronizadiitly.



PF. 7:  Odvad soutovy vzorec protg(x+y).

sinxcosy+ cox siy

| tg(x+ )_sin(x+ y) _sinxcosy+ cox sity _ COSX COYy/
9 y cos(x+y) cox cog- SR sip COSX COY— SilX siy
COSX COSy

sinxcosy | cox_sily
| COsx cOy  cO% cop _ tgx+tgy
. COSX COY  silX siy  1-tgxtgy
COSX COS/ COX COB

Pedagogickd poznamkaRozsteni zlomku vyrazentosx cosy je studenim treba poradit.

PF. 8: Odvad soutovy vzorec protg(x-y).

- Problém: Odvozenti je filis dlouhé= pouzijemetg(x-y)=tg| x+(-y)].

]_ tgx+tg(-y)

tg(x-y)=tg[ x+(- T tgxtg(~y)

Pouzijemetg(-y) =-tgy ( tgx je licha funkce).

V)= tgx+1tg(-y) _ tgx-tgy

t -y)=t
9(x-y)=tg[x+(- 1-tgxtg(-y) 1+ tgx tgy

Pr. 9: Ur¢i pfesnou hodnotwwos 75 .

- Problém: Zname pesné hodnoty pouze pro tabulkové hodnédy, 45°, 60°
- = zkusime vyjatit 75° sitanim (oditanim) tabulkovych hodno75° = 45 + 30 .

' cos75= co$ 45+ 3)= cosqB cos30 sindb smsi \/25’—

Yt
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PFr. 10: Ur¢i presnou hodnotsinl5 .

' Problém: Zndme pesné hodnoty pouze pro tabulkové hodrgdy, 45°, 60°
- = zkusime vyjatit 15° s¢itanim (oditanim) tabulkovych hodnot5° = 45 - 30 .
- sinl5 = sin( 48— 30)= sin45 cos30 cos45 sifi &

_N243_J21_V6_J2_VJ6+2

2 2 22 4 4 4

Pedagogicka poznamkavuzZete vyzvat studenty, aby vy&hili shodu vysledk dvou
piedchozich fkladi, pripadré podiskutovat o zjsobu, jak ziskatigsné hodnoty
goniometrickych funkci v dalSich bodech.



Pr. 11: Vyies rovnici:cos(x—l—sz+ sinx = 1.

- Problém: Dv¢ riizneé goniometricke funkce 8anymi argumenty= pomoci sottoveho
' vzorce rozlozime argument v cosinu, aby uvwstech goniometrickych funkci bylo pouze

5 T .
5 cos(x——j+ Sinx = ]
5 2

: o T
; costbos§+ sixtJ SIFI2—+ SIR=

cosx[O+ sik¥ sinx=
- 2sinx=1

sinx=% = Sestinove Uhly v kladné polorovins X, =%T+ k2m, X, =gﬂ+k|:?_ﬂ.

K= U{ +kE27TZlT+kD’Zﬂ}

kOz

Pr. 12: Vyies rovnici:co{x+gj+ 00%7—:— xj =

. Problém: Dvé rizné goniometrické funkce éanymi argumenty= pomoci sottovych
' vzoradl rozlozime argumenty obou co8jraby uvnit vSech goniometrickych funkci bylo
| pouzex.

| T T
| CO§ X+— |+ CO$——X|=
o et

; T T T o
; costbosZ— SIrXDSIFZ+ ceiD cos S-T SiFF

Z 22

cosx[—l? smx[—l—+—Dcos<+—2 SiN =

Zcostl\/?E= cos/ 2=

1_142_ 42
NERNER

xl=—+kE27T, X, :£ﬂ+kﬂlﬂ.

. COSX = = ¢tvrtinové Uhly v kladné polorovinna osex =

K U{ +k[27TZ]T+kE27T}

kOz
Pr. 13: Vyies nerovnici:sin(x+7ﬂ— sin(x—%j > Q.

. Problém: Zavorky u obou siin se nerovnaji, nefizeme tedy substituovat rozlozime
' pomoci soutovych vzord.

- AN T
b sinf X+— [—sinf x—— >0
; ( 4) ( 4)



L T T . T T

. sinxcos—+ cox SiA-—| SiR ces- Ccms sin>
' 4 4 4 4
b T T . T T

' SiNXCOS—+ COX SiR-— SR COsS+ CRS S

' 4 4 4 4

i JT

1 2C0SX S|nZ> (

Zcosx£> C
; 2
cosx> C

K =U(—7—T+kE27T,7—21+kD2ﬂj

kOz

Pr. 14: Petakova:
strana 47, cveni 55 a), ¢), e)
strana 47, cveni 56 d), e)
strana 47, c¥ieni 57 b), d), h) , I)
strana 54, cveni 22 a), g), h)

Pedagogicka poznamkaNasledujici odvozeni o hodinach vynechavadepuaice ho
obsahuje pouze Kli pripadnym z4jemiom, presto je odvozeni psano stylem,
ktery v webnici pouzivam pro vystlovani normalni latky, aby videZitych
mistech studenti ziskalas a dvod na rozmyslenou.

Pedagogicka poznamkaV podstat sledujeme odvozeni Zebnice Goniometrie: Odvarko,

Prometheus.

Odvozeni sowtovych vzorai

K odvozeni soétovych vzord pouzijeme jednotkovou kruznici.
Zakreslime do obrazku jednotkové kruZnice dva doesné Uhlyx = RST , y=RU , tak

aby platilox>y.

Yy 4

A




Pr. 15: Ur¢i souadnice bod R, T, U sodadné soustav Sxy .
Plati: R[1,0], T[cosx,siny|, U [cosy,sin].

BodemT vedeme rovnaizku s osow, bodemU rovnolEZku s osow. Vznikne tak pravouhly
trojuhelnik TUV.

: T[cosx ;sinx]

-1
\ 4 .
PFr. 16: Ur¢i délky stran trojuhelnik@UV.

- Z obrazku vidimeVU| =|cosx - cog/|, [TV| =[sinx—siny] .

Délku prepony uéime pomoci Pythagorovyéty: ¢® =a”+Db”.

|TU|2=|cosx— cogl|2+| sinx— siry|2:( cos— cod +( s s
§|TU|2=co§x— 2cox coy+ céy+ sSik— 2sin sgir  Sin
§|TU|2=co§x+ sif x+ co8y+ siily— 2cos cgs 2sin §i
§|TU|2=1+1—2009< coy- 2sik sip= (2-1 cms ops  =in g)

Nyni zopakujeme cely postup vzhledem k nové sodsterradnic SXy', kterou ziskame
otocenim soustavysxy o Uhely = RU .



\ 2
Pr. 17: Ur¢i souadnice bod T, U sodadné soustav Xy’ .

Plati: T| cos(x~-y) ,sif(x-y)], U[1(].

BodemT vedeme rovna¥zku s osouy', bodemU rovnolEZku s osoux' . Vznikne tak
pravouhly trojuhelnikTUW.

Tlcos(x-y) :sin(x-y)]

“W[cos(x-y) ;0]

y R

1
PF. 18: Ur¢i délky stran trojuhelnikdUV.

- Z obrazku vidimeWU | =[1-cogx~y)|, TW|=|sin(x~y)[.

- Délku prepony utime pomoci Pythagorovysty: ¢ =a’ +b”.

Tul’ =[1-coq(x~ y)‘2 +| sir{x~ y)‘2 =[ + cobx- y)]2+[ sifx - y)]2

|TU|2 =1-2co{x-y)+ co§(x-y)+ sif({x-y)= 2 2c¢s-y)+

[TU[ =2-2cog{x-y)= 2 + cofx-y)]



Otocenim soustavy sdadnic se nefize znénit vzdalenost boti T, U = obke vyjadieni délky
Gsetky TU musi byt shodné2| 1- co{x~y)]= 4 + cos cop- sk si).
1-cogx-y)= I cox cog- sk sin

cos(x—y) = cox cog+ sir siy - jeden ze vzorg které jsme si ukazali na&itku
hodiny.

Odvozeni neni zcela kompletni. Musimeidvptipady, které jsme vynechali v naSich
predpokladech:

x>y, x,y0(0;27).

Ovéreni pro x=vy, X, yD(O; 2n) : Dosadime do odvozeného vzorees y:
cos(x-y) = cox cog+ SirR sin

cos(X—X) = COX CO%+ SR Sin

cos0= coéx+ sifx= - plati.

Ovéreni pro x<y, x,y0(0;27) :
cog(x-y)= co$—(y-x)|= coby-x)= cop cas gn si
Plati: cog —(y~x) | = cogy-x), protoZzecosx je suda funkce.

Ovéieni pro x,yOR:
Vime, ze prox yOR existuji: X,, Y, D<0;2ﬂ) ak mOz, tak, Ze plati:

X=X, +k2m, y=y,+mk2r

Dosadime do obou stran vzorce (vyuzijeme petimmBt funkciy =sinx a y =cosx):
cog(x=y) = co$x, +kO2Zr—(y,+mOZr) |= cdsx,~ Y, +(k-m)02]= cé%,~y,)
COSX COYy/+ Six sSily =

cos(x, +k[27) cogy,+mO2Z)+ sifix,+kO2) sify,+mO72) =

COSX, COg/, + SiX, Siy,

Odvozeni vztahusin(x +y) = sinx coy/+ cog siy:

Plati: cos(g—xj: cosg COX + s'H%T sinv= 0 cas 1 siF Xi.

2

sin(x+y):co{g—(x+y)}: co%(g—xj—y}z cox(%—xj cos+ sﬁng—xj SjTF

=sinxcosy+ cox siy

Plati: sin(g— xj = COS{I—T—(%— xﬂ = COEI—;—I—TZ+ xj = cos (predchozi vztah).

Jsme z nyni ziskanych odvodili jiz véZdku hodiny pomociigzavorkovani a vyuzitim
sudosti a lichosti goniometrickych funkci.



Shrnuti: Rozkladat vyrazy uvnitgoniometrickych funkci iizeme pouze pomoci
goniometrickych vzont.



